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Vorwort

Man kann keine Hiuser bauen,
ohne vorher der Grund bereitet

noch zumindest Steine
und Mortel beschafft zu haben.

Nachdem sich das vorliegende Dokument noch am Anfang seiner Entstehung befindet, muss
erwahnt werden, dass viele Dinge, die angedacht sind, zwar hier schon angemerkt aber nicht
notwendig ausgefiihrt sind!

Im Anhang befindet sich ein Zeitplan mit dessen Hilfe man dieses Dokument bearbeiten sollte.
Er ist ein Vorschlag wann und was man wiederholen und iiben kann oder sollte.

AuBerdem wird empfohlen, sich wahrend der Bearbeitung der Abschnitte und Aufgaben eine ent-
sprechende eigene kleine Formelsammlung anzulegen, die das dargelegte Wissen in noch kiirzerer
Form als Gedachtnisstiitze zusammenfasst.

Es geht zunachst um die grundlegenden algebraische Rechengesetze und Rechenregeln sowie
das Losen von Gleichungen mit einer und mehreren Variablen. Danach folgt die Erweiterung
zur Analysis, also Ableitungsregeln fiir rationale Funktionen sowie deren Integration. Fiir die
Geometrie werden nochmals elementare Satze erklart (Strahlensatz, Gleichschenkliges Dreieck,
Thales, Pythagoras,...). AnschlieBend wird der Umgang mit Vektoren und Darstellung von Geraden
und Ebenen mit deren Hilfe erlautert.

Die Untersuchung von Funktionen ist keine Grundfertigkeit. Diese wird also im Zweiten Teil
erlautert. Eigenschaften von Potenzfunktionen und deren Schaubilder. Verhalten fiir groBe Argu-
mente. Definitionsbereich, Liicken. Symmetrie und Verschiebung. Asymptoten und Naherungs-
kurven. Nullstellen, Hoch-, Tief- und Wendepunkte.

Im Dritten Teil befinden sich Zusammenfassungen der gangigen Schnittprobleme in der analyti-
schen Geometrie. AuBerdem Vektorbeweise und Teilverhaltnisse....
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Grundfertigkeiten

Dieser Teil stellt nochmals die wichtigen zu beherrschenden Grundfertigkeiten dar. Zur besseren

Es ist nicht zu wenig Zeit, die wir haben,
sondern es ist zuviel Zeit,
die wir nicht nutzen.

Ubersicht ist jeder Abschnitt folgendermaBen gegliedert:

Zugehorige Problemstellungen

Mathematische  Beschreibung,
Formale  Darstellungen,  Er-
klarungen und Erlauterungen

Losungsverfahren und -
methoden, Beispiele

Weitere Hinweise und Tipps

(optional)

Anweisungen zur Berechnung
mit dem GTR TI-83+

O Nullstellen von Geraden
0 ...
O

Lineare Gleichungen mit einer Unbekannten lassen

sich auf die Form
ag + a1x = 0

bringen. Dabei sind ....

Aquivalenzumformung: Die Gleichung

CLO+CL13§':0

wird nach x aufgel6st indem ...

Ist ein lineare Gleichung gegeben durch....

Eine lineare Gleichung lasst sich mit Hilfe des GTR

folgendermaBen losen...

Hinweis

GTR



Weiterfiilhrende  Vertiefungen,
wichtige  Verallgemeinerungen
(optional)

Kurze Einordnung in einen allg-
meinen mathematischen Zusam-
menhang (optional)

Das Vertauschen der Zeilen hat keinen Einfluss auf
die Lésungsmenge... Vertiefung

Ein lineares Gleichungssystem mit n Unbekannten
und m Gleichungen... Hintergrund



1 Gleichungen l6sen

Der groBte Unterabschnitt beschaftigt sich mit der Losung von Gleichungen und Gleichungssy-
stemen. Diese elementaren Fertigkeiten bilden die Grundlage fiir die Erarbeitung quantitativer
Aussage.

In allgmeiner Form sind sie notwendig fiir die Herleitung mathematischer Zusammenhange. Fast
alle Probleme lassen sich auf das Losen einer algebraischen Gleichung zuriickfiihren. Man denke
beispielsweise an die Lineare Optimierung oder die Bestimmung der Nullstellen von Funktionen
und derer Ableitungsfunktionen.

Man unterscheidet zwei verschiedene Arten von Gleichungen:

1. algebraische Gleichungen: Die Unbekannten treten mit endlich vielen verschiedenen Po-
tenzen auf.
Gleichungen mit einer Unbekannten z lassen sich auf die Form

a0+a1x+a2x2+a3x3+a4x4+ ---+aNxN:O

bringen. Dabei ag bis ay die Koeffizienten zu den entsprechenden Potenzen 1 bis N von
x.

Bei mehreren Unbekannten z, y, z,... kommen entsprechende Ausdriicke dazu:

ag + a1x + a2x2 + a3x3 + a4x4 + -+ aNxN
o1y + bay® + sy + bay* + -+ by
N

2 3 4
+C12 + 2" +C32° 42 + -+ Nz

2. transzendente Gleichungen: Die Unbekannten treten in beliebig vielen verschiedenen Po-
tenzen auf, d.h. sie sind u.A. Argumente der Funktionen exp, sin, cos etc...
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1.1 Lineare Gleichungen

O Nullstellen von Geraden (f(z) = 0 fiir eine lineare Funktion f)
[0 Geradenschnittpunkte

U Vergleich zweier linear zunehmender Bestande

Mogliche Formen der Gleichungen in der Unbekannten x:
axr +b=cx+d, axr +b=0, mx +c =0, ap+ arx =0

Fir
ar+b=0

mit a,b € R\ {0} lautet die Losungsmenge:

1 Die Gleichung

besitzt die Losung

Also



1.1 Lineare Gleichungen

Ubungen
Losungen auf Seite 49

Aufgabe 1: Bestimmen Sie die Losungen folgender Gleichungen
a) 2xr+3=0 d) g)

b) 4=2x+3 e) h)
c) 3r+3=2-2x f) i)
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1.2 Lineare Gleichungssyteme

LGS mit 2 Unbekannten

[ Schnittpunkte von Geraden in der Ebene
[J Lineare Optimierung

[J 2-dimensionale Verteilungsprobleme

Ein Gleichungssystem mit zwei Unbekannten z; und x5 und zwei Gleichungen:

1171 + @192 = by

2171 + Gy = by

Die Losungsmengen bestehen aus Punkten oder Geradengleichungen!

Es gibt viele Moglichkeiten, ein Gleichungssystem durch Auflsen und Einsetzen oder durch Zei-
lenaddition und -subtraktion zu I6sen. Die verlasslichste - aber oft nicht die kiirzeste - Methode
ist folgende.

Losung nach dem GauBverfahren: Nach und nach werden aus jeder Zeile durch Verrechnung
mit Summanden so eliminiert, dass das Gleichungssystem Zeilenstufen hat. Allgemein: Aus der
zweiten Zeile wird der erste Summand entfernt, aus der dritten die ersten beiden, aus der vierten
die ersten drei usw.

Hier:
a7 + ajpres = by
9171 + Gooxs = by D@1 Ay
a1171 + a19r2 = by
a1 a1
1171 + —agre = —by
a1 a1

Dann zieht man die erste Zeile von der zweiten ab und |6st diese dann nach x,.

a1171 + a19r2 = by
aii _an b b
—Q22T2 — A12T2 = —02 — 01
a1 a1
a1171 + a19r2 = by
ail
by — b
) =

a1l —
ap 422 — Q12

Durch riickwartiges Einsetzen erhalt man dann z;.
Die Losungsmenge besteht hier nicht mehr aus nur einer Zahl, sondern einem (geordneten)
Zahlenpaar fiir z; und x5. Man schreibt

L = {(z1;72)}
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2
200+ 32y = 7 (1)
b1+ 102y = 15 (2) |:5-2
201 +3z9 = 7
2.%'1 + 3.%'2 =7
To = —1
209 +3-(—-1) = 7 = 11=5

Dann ist

L ={(;-1)}



1.2 Lineare Gleichungssyteme

LGS mit 3 Unbekannten

[J Schnittpunkte von Geraden und Ebenen im Raum in der Ebene

[J 3-dimensionale Verteilungsprobleme

Ein Gleichungssystem mit zwei Unbekannten z1, x5 und x5 und drei Gleichungen:

a11T1 + a12T2 + 4133 =
2171 + G22%2 + G233 =

a31T1 + 32T2 + G333 =

b
ba
bs

Die Losung findet man wie im Fall von 2 Gleichungen und 2 Unbekannten; nur nach unwesentlich
mehr Schritten. Die Losungsmengen bestehen aber hier aus einem Punkt, aus Geraden- oder

Ebenengleichungen!

3l’1 + 3l’2 — I3
r1 — X9 — 4[L‘3
233'1 —+ 233'2 + x3

621 + 629 — 223
6IL‘1 — 6l‘2 — 241‘3
6x1 + 622 + 313
6x1 + 629 — 223
—121'2 — 221‘3

5.%’3

621 + 629 — 223
(4) in (2") =

(4), (5) in (1)a

Dann ist also

L ={(1;0;2)}

(1.1)
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Vertiefung




1.3 Potenz- und Wurzelgleichungen 13

1.3 Potenz- und Wurzelgleichungen

[0 Werte von Potenz- und Wurzelfunktionen
[1 Berechnung von Wurzeln

O

Mogliche Formen von Potenzgleichungen in der Unbekannten z:

T =y, a'x"+C=0,

x ist dabei dabei die Basis und n ein ganzzahliger Exponent.
Fir
"=y

mit einem natiirlichen Exponenten n € N und y € R lautet die Losung(-smenge):

L—{¥7)
4 Aus

folgt

5 Jedoch fiir

gibt es zwei Losungen!
Es ist

ZL‘::E\4/§

Ist der Exponent ganzzahlig negativ, ist also
"=y ; n € N,

dann bildet man auf beiden Seiten den Kehrwert und bringt die Gleichung auf obige Form:

Die Losung ist dann jetzt eben

fir y > 0.
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6 Gesucht ist die Zahl z, fiir die der Kehrwert der dritten Potenz gleich 8 ist, also

1
o
oder
3 =8
oder |
==,
8
Damit ist
51 1 1
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1.4 Quadratische Gleichungen

U Nullstellen quadratischer Funktionen

N

Quadratische Gleichungen sind von der Form
ap + amz + axz? =0

Géangiger ist
ar® +bx+c=0

Das ist dquivalent zum Problem, die Nullstellen einer quadratischen Funktion f mit
f(x)=az®+bx+c

zu bestimmen.
Die Loésungsformel lautet

—b+ Vb? — 4dac b N Vb2 — 4dac

T2 = 2a T 24 2a

Dabei ist
Ty + X2 —b
:L'S = = —
2 2a

die Scheitelstelle der Parabel mit y = f(x).

7 Fiir
—2*4+224+1=0

ist die Scheitelstelle der dazugehdrigen Parabel

und die Lésungen der Gleichung sind

VA4 (DT
T1o=1% D) =1+V2
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Die Losungsformel allein ist jedoch nicht ausreichend fiir die Losung quadratischer Gleichungen.
Fiir die Parameter a, b und c ist eine Fallunterscheidung vorzunehmen; genaugenommen fiir den
Radikanden.

Der Ausdruck b? — 4ac heiBt Diskriminante und wird mit D abgekiirzt.

Man unterscheidet folgende Fille.

i D = 0= e Cleidius breshiz: keine edlle Lsuns, Dieasshiias Pasbe) Hes: vellsHnds b

oberhalb oder unterhalb der x-Achse.

2. D = 0 = die Gleichung besitzt eine reelle Lésung (mit der Vielfachheit 2). Die Parabel
beriihrt mit ihrem Scheitel die x-Achse.

3. D > 0 = es gibt zwei reelle Lésungen (s.o.) und die Parabel schneidet die x-Achse zweimal.

8 Fiir
2 4+2042=0

ist die Scheitelstelle der dazugehdrigen Parabel

und wegen b —4dac =4 —4-1-2 = —4 < 0 besitzt die Gleichung keine Lésungen.

9 Fiir
22 4+204+1=0

ist die Scheitelstelle der dazugehdrigen Parabel ebenfalls

aber wegen V> —4ac =4 —4-1-1 =0 < 0 besitzt die Gleichung genau die Scheitelstelle als
Losung(en).
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Ubungen
Losungen auf Seite 49

Aufgabe 1: Geben Sie die Losungsmengen der folgenden Gleichungen an.

a) 32 —4x+1=0 d) 22% —z =2 g) 2z =2’
b) 22—z =1 e) 22+x—-1=0 h) 1—2*+4+32=0
c) *—x+1=0 f) 22 =—-2-1 ) 2 +4=4x

Aufgabe 2: Uberpriifen Sie die folgenden Rechnungen auf Fehler.

a) 222 -3z +1=0

3+ 9—4~2~(1)_—3i1{ —2

T12 = B = B _1

b) 22 —2—-2=0

1+4/1—-4-1-(-2) 1+£3( 2
T2 = 9 = B _1

Aufgabe 3: Formulieren Sie jeweils eine quadratische Gleichung und geben Sie eine Losung
(fiir das Problem) an.
a) Wenn man eine Zahl und deren Nachfolger multipliziert, so erhalt man 12.

b) Jan und Jana haben 20m Maschendrahtzaun zur Verfiigung und mochten eine recht-
eckige Fliache von 25m? umziunen.
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1.5 Polynomgleichungen héheren Grades

O Nullstellen von Funktion

0 Schnitte von Kurven

O

Fiir Polynomgleichungen hoheren Grades (groBer als 3) gibt es keine geschlossene Losungsformeln
mehr. Im einfachen Fall sind diese Gleichungen mit Hilfe der Teiler des Absolutgliedes und Poly-
nomdivision [6sbar. In anderen Fallen kann man die Gleichung durch Substituieren auf einfa-
chere Formen reduzieren.

Allgemeine Polynomgleichungen sind von der Form

ap+a1x+asr? + -+ ap 12"+ az" =0
Das ist dquivalent zum Problem, die Nullstellen einer Funktion f mit
f(@) = anz™ + ap_12" -+ apx® + arx + ag

zu bestimmen. Dabei nennt man n, welches die groBte auftretende Hochzahl ist, auch den Grad
der Gleichung bzw. der Funktion.
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1.5.1 Gleichungen dritten Grades

Um die Losungen einer Gleichung dritten Grades zu finden kann man also zunachst tiberpriifen, ob
die ganzzahligen Teiler des Absolutgliedes einen Teil Losung darstellen. Dazu setzt man diese der
Reihe nach in die Ausgangsgleichung ein. Dabei darf man nicht vergessen, positive und negative
Teiler zu beriicksichtigen!

Sind x1, x5 und x3 die Losungen der Gleichung

ag + a1 + asx?® + a3x3 =0,
bzw.
ar® + b’ +cx+d=0

dann ist

(x—xl) (x — xg) + (x — x3)
a (2% — 210 — 2oz + 1120) - (T — xg)

3

a (2% — 2107 — 292”4 21097 — 2327 + 21237 + Tox37 — T17273)

=a (91:3 — (21 4 @2 + 23)2° + (2122 + 1173 + Tox3)T — T1T2T3)

= ax® — a(xy + 29 + 23)2% + a(v179 + 1173 + T223)T — AT THT3
Daraus folgen zwei wichtige Erkenntnisse:
1. Dividiert man b durch a und wechselt das Vorzeichen, dann erhilt man die Summe der
Nullstellen, denn es gilt wegen Koeffizientenvergleich (s.o.)
b = —a(z) +xy+ 23)
= —g =T + T2 + T3

und

2. Dividiert man das Absolutglied d durch a und wechselt das Vorzeichen, dann erhdlt man
das Produkt der Nullstellen, denn

d = —arixox3
d

= —— = T1T2T3.
a

10 Fir
2 =4+ +6=0

sind die Teiler des Absolutgliedes 1, +2, =3 und natiirlich 6. Damit sind sie mégliche Lésungen
der Gleichung. Man setzt der Reihe nach die Zahlen ein:

1P =412 +146 = 1-44+14+6=4+#0
(=1 —4(=1)*+(-1)+6 = —1—-4—1+6=0v

Also ist x1 = —1 zunachst eine Lésung der Gleichung.

AuBerdem findet man so heraus, dass 2 und 3 die beiden anderen Lésungen der Gleichungen sind.

Die negative Summe der Lésungen, ndmlich —(—1 4 2+ 3) = —4 ist auch gleich dem Vorfaktor
2

von z°.



1.5 Polynomgleichungen héheren Grades

20

Allzu oft Iasst sich nur eine der Nullstellen durch Teilerprobe finden. Dann muss man die Gleichung
durch Polynomdivision reduzieren. Ist 1 dabei die erste gefundene Nullstelle, dann dividiert man
durch den Term (z — x1). Dies ist eine Division ohne Rest, da (x — x1) Teiler (bzw. Faktor) des
urspriinglichen Terms ist (siehe oben)!

Das Ergebnis der Division setzt man wieder gleich null und I6st wiederum die neue Gleichung.

11 Fir
2?4’ +24+6=0
ist wie oben gesehen 11 = —1 eine Lésung. Man dividiert nun also durch (x — x1) = (z 4+ 1):
(3 —42> +x +46) :(z+1) = 2> -5 +6
—(z* +2?)
—51* 4=
—(—52? —5x)
6xr  +6
—(6z +6)
0

Die neue Gleichung heiBt dann
2*—5246=0

und ist quadratisch. Also lauten die beiden anderen Losungen

5i\/25—4'6_5i1_{2
2 2 13

To3 =

und die Lésungsmenge ist
L ={-1;2;3}
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Ist der Faktor vor 2 ungleich eins wie beispielsweise in

12
1 5
—a? — —r—1=0.
2 2
Dann formt man die Gleichung zunachst so um, dass das nicht mehr der Fall ist. Hier multipliziert

man beide Seiten mit 2:
22 —5r—2=0

Die Teiler des neuen Absolutglieds —2 sind +1 und +2 und man findet heraus, dass lediglich

x1 = —2 eine Lésung ist. Polynomdivision mit x + 2 ergibt
(z3 —br —=2) :(x+2) = 2*-2r-1
—(z*  422?)
—2a? -5
—(—22% —4x)
-r =2
—(—z_2)
0.

Und die neue Gleichung
2 —2x—-1=0
hat die Lésungen
ZL‘273 = 1 :|: \/5

und die Lésungsmenge ist

L={-21-v21+V2}.
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1.5.2 Gleichungen vierten und hoheren Grades

Um die Losungen einer Gleichung hoheren Grades zu finden kann ebenso wie bei allen anderen
iberpriifen, ob die ganzzahligen Teiler des Absolutgliedes einen Teil der Losung darstellen. Dazu
setzt man diese der Reihe nach in die Ausgangsgleichung ein. Dabei darf man wieder nicht ver-
gessen, positive und negative Teiler zu beriicksichtigen. Es gilt also dasselbe wie fiir Gleichungen
dritten Grades.

So kann man moglicherweise nach und nach den Grad der Gleichung mit Hilfe der Polynomdivision
vermindern. Bestimmte Gleichungen héheren Grades kann man auch mit Hilfe einer Substitution
reduzieren.

Solche Gleichungen haben die Form

ax®™ +bz™ +c= 0.

Man kann auch von m-quadratischen Gleichungen sprechen; insbesondere fiir m = 2 sagt man
biquadratisch.

Zur Losung ersetzt man die Potenz 2™ durch eine neue Variable .

ui=x"

Die neue Gleichung lautet dann
au* +bu+c=0

und ihre Losungen findet man dann mit Hilfe der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen.
Es ist jedoch zu beachten, dass die Losungen fiir x gesucht werden. Dazu muss man Resubsti-

tution nach
r= u

durchfiihren. Und dann gilt
T2 = + Vu, und T34 = + Wu,

naturlich bis auf Existenz und das Vorzeichen!

13
1
gt —2? — 3 =0
2 2
Fiir u := 22 erhalt man
1 3
it g =

=y —2u—3=0

—1
U2 = { 3

T19 = /U = £V -1 existiert nicht!

und die Zwischenlésungen

sowie die Lésungen

und

w34 = £/uz = V3
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1.6 Bruchgleichungen

U Nullstellen gebrochenrationaler Funktionen
[J Schnitte gebrochenrationaler Probleme

[J Anwendungen

Allgemein sind Bruchgleichungen von der Form

p) _
a@ ¢
mit den Polynomen p(x) und q(x); oder
f@) _ hia)
g(x) k()

mit den endlichen rationalen Funktionen f, g, h und k.

Prinzipiell lassen sich Bruchgleichungen immer auf Polynomgleichungen zuriickfiihren indem man
beidseitig mit den Nennern multipliziert. Zu beachten ist jedoch, dass sich wahrend dieser Umfor-
mungen die Definitionsmenge dndert. Dabei sind anfangs diejenigen Zahlen von der Grundmenge
auszuschlieBen, fiir welche die Nenner gleich Null werden.

Das ist fiir die Losungmenge wichtig, denn diese dar die betreffenden Werte ebenfalls nicht ent-
halten: Die Losungsmenge ist immer Teilmenge der Grundmenge.

14 Die Grundmenge fiir

2 _
Tt =3 _ 9
T —2
sei R. Aus
xr—2%#0
folgt © # —2. Damit ist die Definitionsmenge D = R\ {—2}. Umformen ergibt
% -3
= 2 Sz —2
_— (2 —2)
= -3 = 2-(2-2)
= -3 = 2r—4 |-27+4

= ?—2x4+1 = 0

Mit der Lésungsformel erhalt man
T12 = 1

als zweifache Lésung, die auch der Definitionsmenge nicht widerspricht.

Graphische Interpretation der vorletzten Gleichung und der Losung: Die Parabel y = 2% — 3
beriihrt die Gerade y = 2z — 4 an der Stelle 1.



1.6 Bruchgleichungen

24

=

[

No

s

Im nachsten Beispiel wird gezeigt, wie die Definitionsmenge die Losungsmenge einschranken kann.

15 Die Grundmenge fiir
x r+3

r+1  a2-—1
sei R. Aus dem Nenner der linken Seite folgt x # —1 und aus

?—140

folgt © # +1. Damit ist die Definitionsmenge D = R \ {%1}.
Umformen ohne Nachdenken ergibt

:cj—l - % @ = 1) @+ 1)
= v-(2*—1) = (x+3)-(x+1)
= -2 = 2 +4r+3 | — (2% + 4z + 3)
= ?—1*—br—3 = 0

Man erhilt durch Probieren, Polynomdivision und Lésungsformeln (s.o.) als Lésungen fiir diese
Gleichung zunichst zweimal die —1 und auBerdem die 3. Allerdings ist —1 aufgrund der Defini-
tionsmenge ausgeschlossen und die Losungmenge ist daher nur

L = {3}
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Ubungen
Losungen auf Seite 49

Aufgabe 1: Geben Sie die Definitions- und Lésungsmengen der folgenden Gleichungen an.

) -k ) = 0 ==

Aufgabe 2: Formulieren Sie jeweils eine Gleichung und geben Sie eine Losung fiir das Problem
an.

a) Ein Stecke AB soll durch einen Punkt T innerhalb der Strecke so geteilt werden, dass
sich die kleinere Teilstrecke zur groBeren zu verhalt wie diese zur Gesamtstrecke.

b)
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1.7 Exponentialgleichungen

0 Ermittlung der Grundzahl
[ Bestimmung des Wachstumsfaktors

[J Bestandsabfrage

Bei Exponentialgleichungen tritt unabhangige Variable x im Exponenten auf. Die einfachste Form
lautet:
a-b* =y

Die Zahl b heiBt Grundzahl oder Basis.
Dann ist die Losung nach Umformen und durch Logarithmieren zur Basis b

a-b* =y |:a
Y
o= = 1
N 0
=)

16 Einfache Rechenbeispiele

a) 2° =16
= log,2* = log, 16
=1 = log,2'=4
b) 3-5* =175
=5 = 25

=1z = logg25=2

c) 10 - 3% = 1000

=z = logy100 ="

Taschenrechner kénnen meistens nur Berechnungen zur Basis 10 mit log() oder zur Basis e mit
In() durchfiihren. Méchte man aber
x =log,y

berechnen, dann ist

logy
x =log,y = log b
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oder
Iny

l’:logbyzm

17 Zur ndherungsweisen Bestimmung von Logarithmen
a) 10-3* =1000

= log, 3" = log;100
log 100
log 3 -

=z = log;100 =



1.8 Logarithmusgleichungen

28

1.8 Logarithmusgleichungen
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2 Abbildungen und Funktionen

Abbildungen und Funktionen sind der zentrale Bestandteil der (Schul-) Mathematik. Fiir diese
lassen sich Regeln zur Untersuchung ihres Verhaltens aufstellen:

(1 groBe Argumente [ Nullstellen
[ Symmetrie U Extremwerte
O Anderung a ..

Das heiBt, dass wenn man einen Sachverhalt durch eine Funktion ausdriicken kann. Dann kann
man mit Hilfe der Analysis Aussagen iiber die Funktion und damit auch iiber die beschriebene
Sache treffen!

Eine Abbildung mit dem Namen A steht zunichst fiir eine Zuordnungsvorschrift, die jedem
Element = einer Menge X, genau ein Element y einer anderen Menge Y zuordnet. Das schreibt
man so

A: X —Y x—y

Mochte man nun ausdriicken, dass die Zuordnung A zu einem y von x abhangt, dann schreibt
man
A: X — Y :izr—y=A(x)

A(x) steht dann moglicherweise fiir einen konkreten Term, zum Beispiel A(z) = 22+ 1. In diesem
Fall heiBt A dann nicht langer eine einfache Abbildung sondern eine Funktion und x ist deren
Argument. Man benennt dann auch Funktionen mit f, g, h, .... und schreibt beispielsweise

f: X —Y z—y=f(x)
Hier ist wieder f der Funktionsname und f(x) der Funktionsterm in z.
18 Jeder Zahl x soll ihr Quadrat x* zu geordnet werden.
Ty = 1
Wenn x eine reelle Zahl sein soll und der Abbildungsname g ist, dann schreibt man
g R—R:z—y=2>

Oder auch einfach " Gegeben ist die Funktion g mit g(z) = x2.".
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3 Differentiation und Integration
von Funktionen



3.1 Allgemeines zur Differentiation
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3.1 Aligemeines zur Differentiation

Anderung, Tangentensteigung, Linearisierung, Naherung, Newton, Kriimmung, Leibniz, ....
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3.2 Ableitung rationaler Funktionen

Fiir ganzrationale Funktionen der Form
f(l‘) :a0+a1$+a21‘2—}-agx?’-}-..._}_anxn

formuliert man folgende Ableitungsregeln, beruhend auf den Potenzfunktionen

und

a) Potenzregel: " Hochzahl werden als Faktor vor die Potenz geschrieben und anschlieBend in
der Potenz um eins verringern.”

P(a)=n-a
b) Faktorregel: " Konstante Faktoren vor den Potenzen bleiben erhalten.”

(Cp(x))/ =C ~p/(;1;') —C.n-g" !

c) Summenregel: " Summen von Funktionen werden summandenweise abgeleitet.”

(b(x) + q(@)) = /(@) + (@) =n- 2" - 27
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3.3 Ableitung von Verkettungen,
Produkten und Quotienten

Funktionen der Form

f(z) = g(h(z))
mit der duBeren Funktion g und der inneren Funktion / heiBen verkettete Funktionen
(zusammengesetzte Funktionen).

Hier gilt fiir die Ableitungsfunktion f’, dass

f'(x) =W (x)- g (h(x)) Kettenregel

Zunachst schreibt man sich g(y) und h(z) hin. Danach leitet man h(x) nach x ab schreibt h'(x)
hin. Dann leitet man g(y) nach y ab, schreibt ¢'(y) wobei man y durch den Term h(x) ersetzt.

19 Fiir
f() = (a2 + 3)°

ist
gy)=()* und  h(zx)=2"+3
Dann erhalt man fiir die Ableitungen

h'(z) = 2z und  ¢'(y) = 3y

Also folgt fiir [’
f'(z) =22 - 3y* = 22 - 3(2® + 3)? = 6x(2* + 3)?

20 Fiir
f(z) =sin(2x 4+ 1)

Ist
g(y) = sin(y) und h(z) =2x+1
Dann erhalt man fiir die Ableitungen

h'(z) =2 und g'(y) = cos(y)

Also folgt fiir [’
() =2-cos(y) =2-cos(2x + 1)
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Eine Funktion der Form
f(z) = u(z) - v(x)
mit den Funktionen « und v nennt man auch Produktfunktion.

Die Ableitung des Produktes f lautet

f(z) =u(z) - v(x) +u(z) - ' () Produktregel

Zunichst schreibt man sich u(z) und v(z) hin. Danach leitet man beide nach z ab, erhilt also .
u'(x) und v'(z), und schreibt f’(z) hin.

21 Fir
f(z) = 2*sin(z)
ist
u(r) = 2 und  v(x) = sin(z)
Die Ableitungen sind
W(x)=2r  und  V'(z) = cos(x)

Also folgt fiir f’
f'(x) = 2x - sin(x) + 27 cos(x)

22 Fiir
f(x) = ze®
ist
u(z) ==z und  v(x)=¢€"
Die Ableitungen sind
u'(z) =1 und V' (z) =€"

Also folgt fiir [’

Tipp



3.3 Ableitung von Verkettungen, Produkten und Quotienten 35

Eine Funktion der Form ()
u(x
f(z) = o)

mit den Funktionen u und v # 0 nennt man auch Quotientenfunktion.
Die Ableitungsfunktion hier ist der Produktableitung sehr dhnlich:

flz) = @) v@) = ulz) - ()

v(x)?

Quotientenregel

Zunachst schreibt man sich also wieder u(x) und v(z) hin, leitet man beide nach = ab, erhilt Ti
also «/(z) und v'(x), und schreibt f’(x) hin. PP

Beispiel 23 Fiir

_ sin(x)
) =
ist
u(z) = sin(x) und () ==z
Die Ableitungen sind
u'(z) = cos(x) und  V'(z)=1

Also folgt fiir [’

Beispiel 24 Fiir

mit x # 1 ist

Die Ableitungen sind
W(z)=2r  und  V'(x)=2

Also folgt fiir [’
20 (20 +3)+2*-3 22”4+ 6x)

== s7 — ~ mrap

Vertiefung
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3.4 Aligemeines zur Integration

[J Bestimmung der Stammfunktion
[0 Flachenberechnung
U Berechnung von Mittelwerten

(I Losung von Differentialgleichungen

Unter der Integration einer Funktion f versteht man im wesentlichen die Bestimmung ihrer
Stammfunktion F', so dass gilt

F'(a) = f(x)
oder p
TF(@) = ()

Umgekehrt schreibt man dabei

/ﬂ@sz@)

Wichtig: Die Bestimmung einer Stammfunktion ohne weitere Voraussetzungen ist eindeutig bis
auf eine Konstante, denn bei der Ableitung eines Termes verschwinden konstante Summanden!

Beispielsweise besitzen
Fi(z)=2>4+1 und Fy(z)=2°+2

dieselbe Ableitungsfunktion

f(2) = 22
Dabei gilt der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung fiir die bestimmte Integration:

Satz 1 Ist f eine stetige Funktion auf einem Intervall [a;b] und F dort eine Stammfunktion von
f, dann gilt
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3.5 Integration rationaler Funktionen

Fiir ganzrationale Funktionen der Form
f(x) :a0+a1$+a2x2+a3x3+...+anxn

lassen sich die Ableitungsregeln umgekehrt als Integrationsregeln anwenden. Wieder beruhend auf
den Potenzfunktionen

und

kann man also formulieren:

a) Potenzregel: " Hochzahl werden um eins vergréBert und dann deren Kehrwert als Faktor vor
die Potenz geschrieben”

1
/p(x)dx = "

25

F@) = 22 — Fla) = %xﬁ e

b) Faktorregel: " Konstante Faktoren vor den Potenzen bleiben erhalten.”

26
F@) = 2-2% — Fz) = §x3+0

c) Summenregel: " Summen und Differenzen von Funktionen werden summandenweise inte-
griert.”

/p(l“)dllf + g(v)dr = /p(x)d:c i/q(x)dx = ...

27
1
f(z) =22 — 62° — F(x) = §x4—2x3+0



3.6 Partielle Integration oder Produktintegration

3.6 Partielle Integration oder Produktintegration

Gilt fiir die stetigen Funktionen f, w und v, dass f = w - v und sind F' und V dazugehorige
Stammfunktionen, dann bestimmt man das Integral durch partielle Integration:

F:/f:/u~v:u~V—/u’-V

f(x) = zsin(x)

Setze uw = x und v = sin(x), dann ist ' =1 und V = — cos(z), also

28

F(x):/f(x) dxz/u(x)m(x) dz = u(x)-V(x)—/ "(z) - V(x) do

29

F(z) = u(z)-V(z) - [ v(x) V()
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Il Training

Training

1 Pflichtaufgaben

Samtliche Aufgabe iiberpriifen das Basiswissen und mathematisches Grundverstandnis. In der
Regel handelt es sich um Aufgabensatze zu 8 Aufgaben. Dabei sind meistens

(1 2 algebraische,
0J 3 analytische und
[J 3 geometrische

Aufgabentypen.
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Mathematik
Pflichtteil - Ubung 1

Bearbeitungszeit: 90min.
Hilfsmittel: Keine.

Aufgabe 1: Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung
202 +3x—-2=0
Aufgabe 2: Bestimmen Sie die Ableitungsfunktion der Funktion f mit

(z41)?
x—1

fz) =
Aufgabe 3: Losen Sie die Gleichung

T —2=¢"

Aufgabe 4: Gegeben ist gebrochenrationale Funktion g mit

B 2 +1

2

Zeigen Sie, dass das Schaubild symmetrisch zum Ursprung ist.
Geben Sie auBerdem die Gleichungen fiir beide Asymptoten an
und skizzieren Sie das Schaubild.

g(z)

Aufgabe 5: Gegeben ist das Schaubild
der Funktion f. Bestimmen Sie die
Intervalle, in welchen folgende
Bedingungen erfiillt sind:

1N

Die Funktionswerte von f sind positiv.

Das Schaubild fallt monoton.

Qo

NO

)
)
c) f" ist positiv.
) f besitzt in der Umgebung ein
lokales Minimum.

[y
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Aufgabe 6: Zeigen Sie, dass die Punkte A(1]0|1), B(2|3|-2) und C(1|-1|-2) nicht auf einer
Gerade liegen. Bestimmen Sie danach die Ebene, die durch die drei Punkte festgelegt ist und

geben sie die zugehorige Normalform an.

Aufgabe 7: Gegeben sind die windschiefen Geraden g und h durch

1
g: =10 | +s- 1 1; seR
0 -1
und
0 2
h:7= 1 |+t -3 1|; teR
—1 1
Bestimmen Sie den Abstand der beiden Geraden.
Aufgabe 8: Was wird durch die Gleichung
(f—ﬁi)Q:TQ; EmeR3reR

beschrieben und was bedeuten die Parameter 1 und r?
Was entsteht beim Schnitt mit einer Ebene?
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Mathematik
Pflichtteil - Ubung 2

Bearbeitungszeit: 90min.
Hilfsmittel: Keine.

Aufgabe 1: Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung
42° — 32 —1=0
Hinweis: Priifen Sie dazu ganzzahlige Teiler des Absolutglieds.

Aufgabe 2: Bestimmen Sie die Ableitungsfunktion der Funktion f mit

f(z) = sin(2z) cos(2x)

Aufgabe 3: Losen Sie die Gleichung

e? —1 =27

Aufgabe 4: Gegeben sind die Funktionen g mit

und h mit

Zeigen Sie, dass das Schaubild von g + h symmetrisch zum Ursprung ist.
Geben Sie auBerdem die Gleichungen fiir Naherungsfunktion und die Asymptote
und skizzieren Sie das Schaubild.

Aufgabe 5: Gegeben ist das Schaubild
der Ableitungsfunktion f'. Bestimmen Sie die
Intervalle und Stellen, fiir die folgende
Bedingungen erfiillt sind:

NO

Die Funktionswerte von f nehmen zu.

[y

Das Schaubild von besitzt eine Linkskurve.

f ist extremal. 43 9 1

f besitzt einen Wendepunkt

o
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Aufgabe 6: Zeigen Sie, dass die Punkte A(2]|0]0), B(3|1|-1) und C(0]-2|2) auf auf einer
Gerade liegen. Bestimmen Sie danach die Ebene, auf der diese drei Punkte und der Koordi-
natenursprung liegen und geben sie die zugehorige Normalform an.

Aufgabe 7: Gegeben ist die Gerade g durch

Bestimmen Sie die Punkte X und Y auf den Koordinatenachsen z1 und x93, welche den
geringsten Abstand zu ¢ haben.

Aufgabe 8: Ein Kreis k£ mit dem Ursprung als Mittelpunkt und dem Radius 7 wird in der
x1-ro-Ebene durch die Gleichung

x%%—x%:?ﬂ

beschrieben.
Erklaren Sie diese Beziehung anhand einer Skizze.
Wie andert sich die Gleichung fiir einen anderen Kreismittelpunkt 737
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Mathematik
Pflichtteil - Ubung 3

Bearbeitungszeit: 90min
Hilfsmittel: Keine

Aufgabe 1: Bestimmen Sie die Losungsmenge des Gleichungssystems

T, +2x9 = 0
—r1+20+2x3 = 1

r9 —2x3 = —1

Aufgabe 2: Bestimmen Sie die Ableitungsfunktion der Funktion f mit

z+1
flo)= 35—
Aufgabe 3: Losen Sie die Gleichung
sin®z —sinz =0

fir z € [0, 27]

Aufgabe 4: Gegeben ist gebrochenrationale Funktion g mit

l‘2

9(z) = —

Zeigen Sie, dass das Schaubild symmetrisch zum Punkt (1]2) ist.

Geben Sie auBerdem die Gleichungen fiir beide Asymptoten an
und skizzieren Sie das Schaubild.

Aufgabe 5: Gegeben ist das Schaubild
der Ableitungsfunktion f”. Bestimmen Sie die
Intervalle, in welchen folgende
Bedingungen erfiillt sind:

1NN

Qo

o]

1" ist positiv.

O

Das Schaubild von f besitzt einen Wendepunkt,

f’ fallt monoton.

(@]

NO

N N N N

o

Das Schaubild von f besitzt ein mogliches Ex-
tremum,

=
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Aufgabe 6: Gegeben ist die Gerade g durch

und der Punkt P(-1]-1]-1).
Bestimmen Sie die Ebene E, welche g und P enthalt. Bestimmen sie die Spurpunkte und
skizzieren Sie g, P und E in einem Koordinatensystem.

Aufgabe 7: Geben Sie die Parameterdarstellung der Ebenengleichung zu den eingezeichneten
Spuren an. Vereinfachen Sie dabei die Werte soweit wie moglich!

€T3
B —
-
L ~
// /
| — 4
— 7 s
_ 1
-7 s
D e ———t———+—,
~ 1 s 2
~ T+ y
\\ ya
N Ve
~ | e
X1 ~ 4
¥

Aufgabe 8: Geben Sie eine Vorgehensweise an, um die Punkte A(1]1]0), B(0]0|2) und C(1}-
1]2) zu einem regelmmaBigen Viereck zu ergénzen.
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Mathematik
Pflichtteil - Ubung 4

Bearbeitungszeit: 90min
Hilfmittel: Keine

Aufgabe 1: Bestimmen sie die Losungen der Gleichung
%7 — €37 =12
Aufgabe 2: Geben Sie die Ableitungsfunktion der Funktion f mit
f(z) = e* - cos(2x)
an

Aufgabe 3: Bestimmen Sie eine Stammfunktion der Funktion g mit

2z
g(x> - xQ -1
Aufgabe 4: Gegeben sei die Funktion i mit
1
hz) = —-——
(z) 22 +1

Die Funktion besitzt ein Maximum bei H (0|1). Untersuchen Sie h auBerdem auf Asymptoten
und skizzieren Sie das Schaubild.
Bestimmen sie alle moglichen Kurventangenten, die durch H verlaufen.

Aufgabe 5: Gegeben ist das Schaubild
der Ableitungsfunktion f'. Bestimmen Sie die
Intervalle und Stellen, fiir die folgende
Bedingungen erfiillt sind:

(V)

NO

Die Funktionswerte von f nehmen zu. \

[y

Das Schaubild von besitzt eine Linkskurve. /

)
)

c) fist extremal.
) f besitzt einen Wendepunkt 32— N2 /

(]

o
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Aufgabe 6: Gegeben ist die Gerade g durch

und der Punkt P(-1]-1]-1).
Bestimmen Sie die Ebene E, welche g und P enthalt. Bestimmen sie die Spurpunkte und
skizzieren Sie g, P und E in einem Koordinatensystem.

Aufgabe 7: Geben Sie die Parameterdarstellung der Ebenengleichung zu den eingezeichneten
Spuren an. Vereinfachen Sie dabei die Werte soweit wie moglich!

€T3
B —
-
L ~
// /
| — 4
— 7 s
_ 1
-7 s
D e ———t———+—,
~ 1 s 2
~ T+ y
\\ ya
N Ve
~ | e
X1 ~ 4
¥

Aufgabe 8: Geben Sie eine Vorgehensweise an, um die Punkte A(1]1]0), B(0]0|2) und C(1}-
1]2) zu einem regelmmaBigen Viereck zu ergénzen.
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A Losungen

Zu Seite 8 (Lineare Gleichungen) S8
Aufgabe 1:

a) =3 d) 8)

b) 5 ) h)

) —3 f) i)
Zu Seite 17 (Quadratische Gleichungen) S 17
Aufgabe 1:

a) 1, 1 d) 1=/ g) 0, 2

b) 572 o) 5~ h)

c) keine reelle Lésung f) keine reelle Losung i) 2, 2
Aufgabe 2:

a) Das Vorzeichen fiir —b ist nicht richtig, dort miisste also +3 stehen. Und im Nenner
wurde der Vorfaktor "2"von 22 nicht beriicksichtigt. Tatsichlich lauten die Lésungen 1
und 1.

2

b) Die Rechnung ist richtig.
Aufgabe 3:

a) z-(r+1)=12=L={3,—4}.

b) x ist die Lange einer Seite. Zwei Seiten sind zusammen halb so lang wie der ganze
Umfang. (10 — z) ist also Lange der anderen Seite: = - (10 — z) = 25 = L = {5}.

Zu Seite 25 (Bruchgleichungen) S 25
Aufgabe 1:
a) D=R\{0,1}, L={} ) D=R\{0,1}, L ={%2}

b) D=R\{0,1}, L = {35}

2

Aufgabe 2:
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B Listen und Plane
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Inhaltliche Ubersicht zum Abitur in Mathematik

Grundlagen

1. Rechengesetze

(O Assoziativgesetz
(O Kommutativgesetz
(O Distributivgesetz

2. Rechenregeln

(O Summen und Differenzen
(O Produkte und Quotienten
(O Potenzen

3. Produkte und Potenzen von Summen

(O Binomische Formeln
(O Pascalsches Dreieck

4. Zahlmengen, Rechnen mit ...

(O Briichen
(O Potenzen
(O Logarithmen

5. Satze im Dreieck

(O Winkelsummen
(O Gleichschenklig- und Gleichseitigkeit
(O Thales
(O Pythagoras
(O Hohensatz
6. Rechtwinkliges Dreieck und ebene Trigo-
nometrie
(O Einheitskreis
(O Sinus, Cosinus, Tangens

7. Geometrische Abbildungen

(O Achs- und Punktspiegelungen
(O Verschiebungen
(O Drehung

(O Zentrische Streckung und Strah-
lensatze
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Gleichungen

1. Lineare Gleichungen
2. Lineare Gleichungen 2 x 2

(O Einsetzungsverfahren
(O Additionsverfahren
(O Determinante, Cramersche Regel

(O mit Parameter

3. Lineare Gleichungen 3 x 3

(O GauBverfahren
O (mit Parameter)

4. Quadratische und biquadratische Glei-

chungen

(O Substitution
O (mit Parameter)

Funktionen

1. Allgemein

(O Definitions- und Wertebereich
(O Symmetrie

(O Stetigkeit

(O Monotonie

(O Differenzierbarkeit

(O Verhalten fiir groBe x

(O Umkehrfunktion

2. Ableitungsregeln

(O Potenz-, Faktor- und Summenregel

(O Kettenregel
(O Produktregel
(O Quotientenregel

5. Polynomgleichungen

(O Polynomdivision
O (mit Parameter)

6. Bruchgleichungen

(O Definitionsmenge
(O Loésungsmenge
(O mit Parameter

7. Gleichungen hoherer Ordnung

(O Wurzelgleichungen

(O Exponentialgleichungen

(O Logarithmusgleichungen

(O Trigonometrische Gleichungen

3. Kurvenscharen

(O Ableitung
(O Extrem- und Wendepunkte
(O Ortskurven

4. Tangenten

(O an eine Kurve in einem Kurvenpunkt

(O mit vorgegebener Steigung an eine
Kurve

(O an eine Kurve von einem Punkt au-
Berhalb

5. Trigonometrische Funktionen

(O Symmterie und Zusammenhang

(O Rechenregeln
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Wachstum

1. Grundlagen
(O Wachstum als Summe diskreter Zu-
nahmen

(O Differenzialgleichungen, Stamm-

funktion
(O (Hauptsatz der Differenzial- und In-

tegralrechnung)

2. Lineares Wachstum

O
O

Integration

1. Grundlagen

(O Flachenzerlegung und -ndherung

(O Flacheninhalt als Grenzwert einer
Zerlegung

(O Integral und Integralfunktion

(O Stammfunktion

(O Hauptsatz der Differenzial- und In-
tegralrechnung

2. Eigenschaften des Integrals

(O Intervalladditivitat
(O Linearitat
(O Monotonie

O

3. Exponentielles Wachstum

(O Differenzialgleichung

(O Loésungsansatz
4. Beschranktes Wachstum

(O Differenzialgleichung

(O Loésungsansatz
5. Logistisches Wachstum

(O Differenzialgleichung

(O Loésungsansatz

3. Integrationsregeln

(O Summen-, umgekehrte Faktor- und
Potenzregel
(O Produktintegration

(O Integration durch Substitution
4. Flachen

(O Orientierung von Flachen

(O ... zwischen Kurve und x-Achse
(ober- und unterhalb)

(O .. zwischen zwei Schaubildern
5. Rechnen mit Integralen

(O Mittelwerte von Funktionen

(O Uneigentliche Integrale



Vektoren

1. Grundlagen
(O Punkte und Vektoren im Koordina-
tensystem
(O Ortsvektoren

(O Addition und Subtraktion von Vek-
toren

(O Vielfache von Vektoren
(O Lineare Abhangigkeit von Vektoren

2. Rechnen mit Vektoren

(O Betrag eines Vektors, Lange einer
Strecke (im Raum)

Geraden und Ebenen

1. Beschreibung von Geraden

(O Vektorielle Darstellung

(O Geradengleichung in Parameterform

(O Bestimmung von Geradenpunkten,
Punktprobe

2. Zeichnerische Darstellung von Geraden

(O Spurpunkte
O

3. Lage von Geraden

(O Gegenseitige Lage

(O Schnittpunkt und -winkel

(O Abstand zweier Geraden

(O Abstand eines Puntkes von einer Ge-
raden

4. Beschreibung von Ebenen

(O Vektorielle Darstellung
(O Ebenengleichung in Parameterform

(O Bestimmung von Punkten in der
Ebene, Punktprobe

(O ... in Koordinatenform

(O Einheitsvektoren
(O Winkel zwischen Vektoren
(O Orthogonalitat von Vektoren

(O Skalarprodukt,
Skalarprodukts

Eigenschaften des

O (Beweise mittels Skalarprodukt)
3. Beweis mit Vektoren

(O Teilverhaltnisse
(O Vektorziige

(O ... in Normalenform

(O ... Hessescher Normalenform
5. Zeichnerische Darstellung von Ebenen

(O Spurpunkte
(O Spurgeraden, Spurdreieck

6. Lage von Ebenen

(O Gegenseitige Lage

(O Schnittgerade und -winkel

(O Abstand zweier Ebenen

(O Abstand eines Punktes von einer
Ebene

7. Lage von Punkte, Geraden und Ebenen

(O Gegenseitige Lage von Geraden und

einer Ebene

(O Schnittwinkel zwischen Gerade und
Ebene

(O Abstand einer Geraden von einer
Ebene

O



