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Informationen zum Projekt Wachstumsvorgéinge und Differenzialgleichungen. Aufgefiihrt sind zunéchst
Erkldrungen zu Differenzialen, Ableitungen und Differenzialgleichungen. Danach kommen grundlegende
Beispiele zu verschiedenen Problemstellungen:

O Bestand und Zeit (Wachstum)
O Ort und Zeit (Bewegungsgleichungen)

U Energierhaltung

Im Anschluss an die Beispiele wird erklért, wie aus einer Diffeenzialgleichung eine Differenzenleichung
wird. Damit sind differenzielle Probleme ndherungsweise bzw. numerisch zu 16sen.



Differenziale und Ableitungen
Fiir eine Funktion f mit dem Funktionsterm x bezeichnet

fra— f'(z) = lim f@) = J(X)
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die Ableitung nach x. Fiir den Grenziibergang bei f’
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des Differenzenquotienten schreibt man kurz
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Die Ausdriicke dz und df (z) heiBen Differenziale. Es sind unendlich kleine Differenzen Az bzw Af(z).

Bei den hoheren Ableitungen schreibt man:
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Differenzialgleichung

Gleichungen, in der eine Funktion, Ableitungen der Funktion und die unabhéngige Variable auf-
treten heiflen gewthnliche Differenzialgleichungen. Allgemein

f(x) = ag + a1z + agx® + ... Aof(z) + Ao f"(x) + ...

Die Unbekannte dieser Gleichung ist f. x ist lediglich die Differenziationsvariable. Gesucht ist also
eine Funktion z, welche die Differenzialgleichung erfiillt.

Einfachere Formen sind
f(z) = ap + a1 + aga® + ...

oder
Fl(x) = Ao f(x) + Ao f"(x) + ...



Beispiel 1 Die Funktion f mit f(x) = x + x? erfillt die Differenzialgleichung

flx)=1+2z

Beispiel 2 Die Funktion g mit g(z) = e erfillt die Differenzialgleichung

denn

Beispiel 3 Die Funktion g mit h(x) = sin(z) erfiillt die Differenzialgleichung
R’ (x) = —1- h(x)

denn
B (x) = —sin(z)

Haben die Funktion und die Differenziationsvariable bestimmte Bedeutungen, wéihlt man giinstigerweise
andere Bezeichnungen.

Bestand und Zeit

Entspricht die gesuchte Funktion einem Bestand, dann wahlt man dafiir meistens B als Bezeichnung.
Sie ist abhéngig von der Zeit ¢t. Die Bestandsinderung entspricht der ersten zeitlichen Ableitung von B
und wird mit B bezeichnet.

Es damit B (t) die momentane Anderung des Bestandes zur Zeit t.

Der Zusammenhang zwischen Bestand B(t), Bestandséinderung B(t) und Zeit ¢ wird durch eine
“Wachstumsgleichung” beschrieben:

Dabei ist F'(B(t),t) ein Term in Abhéngigkeit von B(t) und t.

Beispiel 4 Ist die Bestandsinderung proportional zum momentanen Bestand, dann gilt
B(t) = k- B(t)
Der Parameter k ist ein Wachstumsfaktor und die Losungsfunktion lautet dann
B(t) = CeM.
Dabei ist die Konstante C' gleich dem Anfangsbestand, denn
B(0) =C.

Fir k =1n2 =~ 0,693 verdoppelt sich der Bestand von t nach t + 1.



Ort und Zeit

Soll die gesuchte Funktion einen Ort repriisentieren, so bezeichnet man diese hiufig mit s (oder vecr).
Die unabhéngige Variable ¢ steht dann fiir die Zeit. Der Ausdruck s(t) (oder vecr(t)) beschreibt dann
den zeitlichen Verlauf einer Bewegung. Fiir zeitliche Anderungen des Ortes s, also Ableitungen nach der
Zeit t, wihlt man andere Schreibweisen zur eindeutigen Unterscheidung von der Ortsableitung:

%s(t) =:5(t) (Geschwindigkeit)
und

d2

ﬁs(t) =: 5(¢) (Beschleunigung)

Die Newtonsche Grundgleichung lautet
Kraft = Masse - Beschleunigung

bzw.
F =ma

Differenziell ausgedriickt wird aus dieser Gleichung
F =ms3(t)

Hiéngt die Kraft F' vom Weg s (oder Ort ) ab dann erhélt man eine Differenzialgleichung (zweiter
Ordnung) mit der gesuchten Funktion s(¢) und der unabhéngigen Variablen :

F(s(t)) = mi(t)

Diese Differenzialgleichung heifit deswegen auch “Newtonsche Bewegungsgleichung”

Beispiel 5 Fiir eine konstante, wegunabhdngige Kraft F ist

F =méi(t)
Daraus folgt
F = ms(t)
F
— 5t) = —~
S a(t) = gwcl = s(t) = %%ﬁ L O+ Cy

Die Konstanten C1 und Cy entsprechen dabei Anfangsgeschwindigkeit und Anfangsort. Es gilt
5(0) = C4 (Anfangsgeschwindigkeit)

und

5(0) = Cy (Anfangsort)



Energieerhaltung
Fiir ein abgeschlossenes System gilt in der Physik, dass die Summe E der mechanischen Energien kosntant
ist. Gleichbedeutend damit ist, dass die zeitliche Anderung der Energie gleich null ist:

d
ZE(t) =
G E0 =0

Ausfiihrlich heifit das fiir zusammenhéngendes und kollineares v, h und s

d (;mv(t)2 + mgh(t) + ;Ds(t)2> =0

dt
= om0 +mg e s(t) + 5D (s(1)%) = 0
<~  ms(t)5(t) + mgs(t) + Ds(t)s(t) =0
< mé(t) +mg+ Ds(t) =0

falls s(¢) # 0!

Beispiel 6 Beim freien Fall wird Lagenergie in Bewegungsenergie umgewandelt und es gilt auf-

grund der Energierhaltung

ms(t) +mg =0

111

5(t) = -9

Daraus folgt wieder um, dass
1
s(t) = _ith + Cit + Cs



Differenzengleichung
Um auf eine Differenzengleichung zu kommen, muss man die Differenziale dx und df (x) wieder auf die
Differenzen Az und A f(x) zuriickfithren. Aus der koninuierliche Gleichung

f'@) = F(f(z), )

wird dann eine disktrete:

Af(%') _ F(f(I)7I) = M = F(f(:[}l),xl)

Az To — T

Bei bekanntem z1, 23 und f(z1) ldsst sich damit f(z2) bestimmen:
f@2) = flar) + (w2 — 21) - F(f(21),21)
oder allgemein fiir zq, zo, T3, ..., Tp, Tpti, ----
f@nia) = f(en) + (@n1 —xn) - F(f(2n), 2n)
Mittels Wertetabelle lassen sich die Werte fiir f(z,,) berechnen
i H T ‘ fxs) ‘ Zuwachs

1| = f(z1) -

2 || w2 | fxa) = fz1) + (w2 = 21) - F(f(21),21) | (w2 = 21) - F(f(21), 21)

3 ws | flzs) = f(x2) + (w3 —x2) - F(f(21),21) | (w3 — 22) - F(f(22),22)

4 || w4 | flza) = f(23) + (24 — 23) - F(f(21),21) | (24 — 23) - F'(f(23), 23)

Beispiel 7 Aus
fl(x) =22
erhdlt man
f(x2) = fz1) + (2 — 1) -2+ 13

Wenn aufeinanderfolgende xz; den Abstand 0,2 haben, x1 = 0 und f(x1) = f(0) = 0 ist, dann
berechnet man

i H x; ‘ fz) ‘ Anderung
1 0 0 -
20,2 £(0,2)=0+0=0 (0,2—0)-0=0

3104| f(0,4=0+0,08=0,08 | (0,4—0,2)-2-0,2=0,08

41 0,6 | f(0,6)=0,08+0,16=0,24 | (0,6 —0,4)-2-0,4=0,16
51 0,8 £(0,8) = 0,48 0,24
6| 0,8 0,8 0,32

71 1,0 1,2 0,4




Beispiel 8 Fiir einen exponentiellen Wachstumsvorgang gilt

f(x) = kf(x)
und daraus erhdlt man
f(x2) = f(z1) + (x2 —21) - k- f(21)

Wenn aufeinanderfolgende x; den Abstand 0,1 haben, x4 =0, k = 0,71 und f(x1) = f(0) = 1 ist,
dann berechnet man

i || @ | f(=) | Zuwachs
1 0 1 -
2] 0,1 1,071 (0,1-0)-0,71-1=0,071

3102]1,147 | (0,2—0,1)-0,71-1,071 = 0,076041

410,311,228 | (0,3-0,2)-0,71 1,147 = 0,081439911

51 0,4 | 1,316 | (0,4—0,3)-0,71-1,228 = 0,087222145

6|l 0,5 | 1,409 | (0,5—0,4)-0,71-1,316 = 0,093414917




